
Stopa zwrotu pozbawiona ryzyka

Do estymacji stopy zwrotu pozbawionej ryzyka u»ywa si¦ bonów skarbowych (uznaje si¦, »e
w krótkich okresach, np. 13 tygodni, s¡ one bezryzykowne), b¡d¹ prognoz dotycz¡cych przyszªych
stóp procentowych NBP i przyszªej in�acji. Najcz¦±ciej jednak u»ywa si¦ w tym celu krajowego
rynku obligacji skarbowych � s¡ one bardziej stabilne i uwzgl¦dniaj¡ in�acj¦ w dªu»szym okresie.
Zwykle wykorzystuje si¦ dochodowo±¢ 5-cioletnich, b¡d¹ 10-cioletnich obligacji skarbowych.

Je»eli interesuje nas okres historyczny (np. 5 lat) o T podokresach historycznych (np. rocz-
nych, b¡d¹ miesi¦cznych), to ±rednia historyczna stopa zwrotu pozbawiona ryzyka w tym okresie
historycznym jest dana wzorem

µ0 =
1
T

T∑
t=1

µ0,t ,

gdzie µ0,t jest stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka w podokresie historycznym o numerze t
(t = 1, . . . , T ).

Wska¹nik Sharpe'a

Wska¹nik Sharpe'a (Sharpe ratio, Sharpe index) zostaª wprowadzony w 1966r. przez Williama
Forsytha Sharpe'a - ekonomist¦ ameryka«skiego, laureata (wspólnie z H. M. Markowitzem i M. H.
Millerem) Nagrody Nobla w dziedzinie ekonomii w 1990r. Jest to podstawowa miara efektywno±ci w
zarz¡dzaniu (performance measure), skorygowana (w odró»nieniu od samej stopy zwrotu) o ryzyko.
Wska¹nik Sharpe'a jest wska¹nikiem ex-post (historycznym). Jest to wzgl¦dna oczekiwana premia
za ryzyko. Dokªadniej mówi¡c jest to stosunek oczekiwanej premii za ryzyko podj¦cia niepewnej
inwestycji (czyli ró»nicy oczekiwanej stopy zwrotu tej inwestycji i stopy zwrotu waloru bezryzykow-
nego) do ryzyka tej inwestycji (czyli odchylenia standardowego stopy zwrotu z tej inwestycji).

Historyczny wska¹nik Sharpe'a jest wielko±ci¡ niemianowan¡, liczon¡ za pomoc¡ formuªy

S =
R− µ0

σ
,

gdzie

• µ0 jest historyczn¡ stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka,

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu funduszu (b¡d¹ akcji), przy czym Rt to stopa

zwrotu funduszu (akcji) w podokresie historycznym o numerze t,

• σ =
√

1
T−1

∑T
t=1

(
Rt −R

)2
to historyczne ryzyko funduszu (b¡d¹ akcji).

W 1994 roku W.F.Sharpe zaproponowaª korekt¦ u»ywanego od 1966 roku wska¹nika. Zasuge-
rowaª mianowicie uwzgl¦dnienie faktu, i» stopa zwrotu pozbawiona ryzyka równie» ulega w czasie
zmianom.

Nowy, poprawiony historyczny wska¹nik Sharpe'a przybiera posta¢

S =
R− µ0√

1
T−1

∑T
t=1

[
Rt − µ0,t − (R− µ0)

]2
.

Widzimy wi¦c, i» w mianowniku mamy estymator odchylenia standardowego ró»nicy mi¦dzy
stop¡ zwrotu z funduszu (b¡d¹ akcji) a stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka. Oczywi±cie je»eli stopa
zwrotu pozbawiona ryzyka jest staªa w czasie, to zachodzi równo±¢ µ0,t = µ0 dla t = 1, . . . , T
i wówczas mianownik przyjmuje tak¡ sam¡ warto±¢, jak w oryginalnym wska¹niku Sharpe'a.

Wska¹nik Sharpe'a opisuje, jak dobrze osi¡gni¦ta stopa zwrotu �wynagradza� inwestora za pod-
j¦te przez niego ryzyko inwestowania w walory ryzykowne.

Je»eli porównywaliby±my dwa fundusze o takich samych stopach zwrotu, to fundusz o wy»szym
wska¹niku Sharpe'a miaªby mniejsze ryzyko. Je»eli za± dwa fundusze miaªyby równe ryzyka, to
fundusz o wi¦kszym wska¹niku Sharpe'a miaªby wy»sz¡ stop¦ zwrotu. Wynika st¡d kryterium
inwestycyjne, polegaj¡ce na maksymalizacji wska¹nika Sharpe'a � w my±l niego inwestorzy powinni
wybiera¢ fundusze inwestycyjne (akcje, portfele akcji) o mo»liwie najwy»szym wska¹niku Sharpe'a.



Wspóªczynnik beta

Wspóªczynnik beta akcji (funduszu, portfela akcji) jest miar¡ zmienno±ci tej akcji (funduszu) od-
niesion¡ do reszty rynku. Inaczej mówi¡c, jest to miara ryzyka zwi¡zana z dan¡ akcj¡ (funduszem).
Jest to wspóªczynnik informuj¡cy, z jak¡ siª¡ stopy zwrotu akcji (funduszu) reaguj¡ na stopy zwrotu
wybranego indeksu charakteryzuj¡cego rynek jako caªo±¢, b¡d¹ wybrany sektor rynku (najcz¦±ciej
wybiera si¦ do tego celu indeks WIG, b¡d¹ WIG20, ale mo»na te», np. w zale»no±ci od akcji danej
spóªki, stosowa¢ inne indeksy, np. indeksy bran»owe). W przypadku wi¦kszo±ci funduszy wspóª-
czynnik ten zawiera si¦ w przedziale od zera do jedynki. Wspóªczynnik bliski jedno±ci sugeruje, »e
wahania warto±ci jednostki uczestnictwa s¡ zbli»one do zmian wybranego indeksu. W przypadku
funduszy papierów wierzycielskich beta oscyluje wokóª zera. W przypadku funduszy agresywnych -
jedno±ci.

Je»eli wspóªczynnik beta danej akcji jest wi¦kszy ni» 1, to stopa zwrotu tej akcji wzrasta (lub
spada) w przybli»eniu o wi¦cej, ni» stopa zwrotu czynnika obja±niaj¡cego � indeksu gieªdowego
(jest to tzw. walor agresywny). Zatem nale»y ten walor posiada¢ w czasie dobrej koniunktury i nie
nale»y go posiada¢ w czasie zªej koniunktury.

Je»eli wspóªczynnik beta danej akcji jest uªamkiem w przedziaªu (0, 1), to stopa zwrotu tej akcji
wzrasta (lub spada) w przybli»eniu o mniej ni» stopa zwrotu czynnika obja±niaj¡cego (jest to tzw.
walor defensywny). Zatem tego waloru nie nale»y posiada¢ w czasie dobrej koniunktury i mo»na
ewentualnie posiada¢ w czasie zªej koniunktury.

Je»eli wspóªczynnik beta danej akcji jest liczb¡ ujemn¡, to stopa zwrotu tej akcji spada (ro±nie),
gdy stopa zwrotu (zmian) indeksu wzrasta (spada). Zatem ten walor nale»y posiada¢ w czasie zªej
koniunktury i nie nale»y go posiada¢ w czasie koniunktury dobrej.

Historyczny wspóªczynnik beta akcji (funduszu) wzgl¦dem stopy zmian ustalonego indeksu
wyznaczany jest z dowolnego ze wzorów

β =
∑T

t=1

(
Rt −R

)(
Ft − F

)∑T
t=1

(
Ft − F

)2 =
∑T

t=1 RtFt − TR F∑T
t=1 F 2

t − T
(
F

)2 ,

gdzie

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu akcji (b¡d¹ funduszu), przy czym Rt to stopa

zwrotu akcji (funduszu) w podokresie historycznym o numerze t,

• F = 1
T

∑T
t=1 Ft jest historyczn¡ stop¡ zwrotu (zmian) odpowiedniego indeksu, przy czym

Ft, t = 1, . . . , T to stopa zwrotu (zmian) wybranego indeksu w podokresie historycznym
o numerze t (wszystkie Ft nie mog¡ by¢ sobie równe!).

Zwykle przy estymacji wspóªczynników beta wybiera si¦ tygodniowe lub miesi¦czne podokresy
historyczne dla pi¦cioletniego okresu historycznego.

Zauwa»my, »e przy tym podej±ciu przykªadamy jednakow¡ wag¦ do wszystkich podokresów histo-
rycznych. Je»eli jednak chcieliby±my wi¦ksz¡ wag¦ przykªada¢ do podokresów historycznych mniej
odlegªych w czasie, to mo»emy zastosowa¢ estymator historycznego wspóªczynnika beta, uzyskany
za pomoc¡ tzw. wygªadzania wykªadniczego.

Niech λ ∈ (0, 1) b¦dzie dowoln¡ staª¡. Przyjmujemy wówczas wagi

pt =
λT−t

λT + . . . + λ + 1
dla t = 0, 1, . . . , T.

Wówczas historyczny wspóªczynnik beta wyznaczamy ze wzoru:

β̂ =
∑T

t=0 pt

(
Rt − R̂

)(
Ft − F̂

)∑T
t=0 pt

(
Ft − F̂

)2 ,

gdzie

F̂ =
T∑

t=0

ptFt, R̂ =
T∑

t=0

ptRt.



Wska¹nik Treynora

Wska¹nik Treynora (Treynor ratio, Treynor index) zostaª wprowadzony w 1965r. przez Jacka
Treynora - matematyka i ekonomist¦ ameryka«skiego. Jest to jedna z miar efektywno±ci w zarz¡dza-
niu (performance measure). Wska¹nik Treynora jest wska¹nikiem ex-post (historycznym). Jest to
historyczna premia za ryzyko inwestowania w akcj¦ (fundusz), odniesiona do historycznego wspóª-
czynnika beta tej akcji (funduszu) liczonego wzgl¦dem odpowiedniego indeksu. Wska¹nik Treynora,
w odró»nieniu od wska¹nika Sharpe'a, jako miar¦ ryzyka wykorzystuje wspóªczynnik beta.

Do wyznacza warto±ci tego wska¹nika zwykle wybierany jest indeks, charakteryzuj¡cy rynek,
jako caªo±¢ (WIG, b¡d¹ WIG20), ale mo»na te», np. w zale»no±ci od akcji danej spóªki, stosowa¢
inne indeksy, np. indeksy bran»owe.

Historyczny wska¹nik Treynora jest wielko±ci¡ wyra»on¡ w procentach, liczon¡ za pomoc¡
formuªy

T =
R− µ0

β
,

gdzie

• µ0 jest historyczn¡ stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka,

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu akcji (b¡d¹ funduszu), przy czym Rt to stopa

zwrotu akcji (funduszu) w podokresie historycznym o numerze t,

• β to historyczny wspóªczynnik beta akcji (funduszu) wzgl¦dem stopy zmian F ustalonego
indeksu.

W celu stwierdzenia czy fundusz osi¡gn¡ª wynik lepszy od rynku nale»y porówna¢ wska¹nik Treynora
obliczony dla interesuj¡cego nas funduszu (akcji, portfela akcji) ze wska¹nikiem obliczonym dla
reprezentanta portfela rynkowego (np. dla indeksu WIG lub WIG20). Je»eli obliczona warto±¢
wska¹nika jest wy»sza od tej otrzymanej dla portfela rynkowego oznacza to, »e fundusz uzyskaª
wyniki lepsze od rynku przy uwzgl¦dnieniu ryzyka.

Ujemna warto±¢ wska¹nika Treynora oznacza, »e dany fundusz (akcja) osi¡ga stop¦ zwrotu
ni»sz¡ od stopy pozbawionej ryzyka (o ile wspóªczynnik beta tego funduszu b¡d¹ akcji jest dodatni
� w przeciwnym wypadku sytuacja jest odwrotna).

Mo»na te» powiedzie¢, »e wska¹nik Treynora porównuje zysk z inwestycji ze statystycznym za-
chowaniem si¦ akcji. W przypadku porównywania wi¦c ró»nych inwestycji (funduszy, akcji) oznacza
to, ze za lepsz¡ uznaje si¦ inwestycj¦, która ma wy»sz¡ warto±¢ wska¹nika Treynora.

Wska¹nik Treynora nie jest podawany dla funduszy papierów wierzycielskich (gdy» wówczas
wspóªczynnik beta, czyli mianownik wska¹nika Treynora, jest bliski zeru).



Wska¹nik Jensena

Wska¹nik Jensena (Jensen alpha, Jensen Index, Jensen di�erential return measure) zostaª wpro-
wadzony w 1968r. przez Michaela C. Jensena � ekonomist¦ ameryka«skiego, pó¹niejszego zaªo»yciela
Journal of Financial Economics. Wska¹nik ten stanowi porównanie wyników funduszu z inwestycj¡
pasywn¡ w indeks stabilizowan¡ walorem pozbawionym ryzyka.

Historyczny wska¹nik Jensena jest wielko±ci¡ wyra»on¡ w procentach, liczon¡ za pomoc¡
formuªy

J = R−
(
µ0 + β

(
F − µ0

))
,

gdzie

• µ0 jest historyczn¡ stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka,

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu akcji (b¡d¹ funduszu), przy czym Rt to stopa

zwrotu akcji (funduszu) w podokresie historycznym o numerze t,

• F = 1
T

∑T
t=1 Ft jest historyczn¡ stop¡ zwrotu (zmian) odpowiedniego indeksu, przy czym

Ft, t = 1, . . . , T to stopa zwrotu (zmian) wybranego indeksu w podokresie historycznym
o numerze t (wszystkie Ft nie mog¡ by¢ sobie równe!),

• β to historyczny wspóªczynnik beta akcji (funduszu) wzgl¦dem stopy zmian F ustalonego
indeksu.

Wska¹nik Jensena jest odchyleniem przeci¦tnej stopy zwrotu portfela od teoretycznej stopy
zwrotu wyznaczonej zgodnie z modelem CAPM wyceny aktywów kapitaªowych (patrz: Prognozowa-
nie stopy zwrotu z posiadanego portfela przy zaªo»eniu CAPM). Je»eli w rozpatrywanym przedziale
czasu mamy J > 0, to portfel funduszu znajduje si¦ powy»ej linii rynku papierów warto±ciowych
(security market line, SML), co jest oznak¡ dobrej efektywno±ci zarz¡dzania tym portfelem. Je»eli
J < 0, wtedy rozpatrywany portfel znajduje si¦ poni»ej linii rynku papierów warto±ciowych, co
±wiadczy o sªabej efektywno±ci zarz¡dzania rozpatrywanym portfelem.

Warto±ci wska¹nika Jensena pozwalaj¡ na uªo»enie rankingu wyników z najwy»szymi warto±-
ciami, odpowiadaj¡cymi najlepszym wynikom funduszy (portfeli akcji, akcji).

Mo»na poda¢ nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ ekonomiczn¡ wska¹nika Jensena:
Utwórzmy portfel skªadaj¡cy si¦ z dwóch cz¦±ci � pierwszej, reprezentuj¡cej rynek, czyli wybrany

indeks (stopa zwrotu z tej cz¦±ci wynosi F ), za± drugiej reprezentuj¡cej walor bezryzykowny (stopa
zwrotu z tej cz¦±ci wynosi µ0). Niech udziaª pierwszej cz¦±ci w portfelu wynosi β, za± udziaª drugiej
cz¦±ci: 1− β. Wówczas stopa zwrotu z takiego portfela wynosiªaby

βF + (1− β)µ0 = µ0 + β
(
F − µ0

)
.

Taki portfel mo»emy wi¦c traktowa¢, jako inwestycj¦ �w rynek�, zbalansowan¡ inwestycj¡ w
walor bezryzykowny.

Warto zauwa»y¢, »e wspóªczynnik beta tego portfela wynosi

β · βrynk + (1− β) · βbezryzyk = β · 1 + (1− β) · 0 = β.

Wska¹nik Jensena zatem stanowi porównanie wyników funduszu z inwestycj¡ pasywn¡ oraz
inwestycj¡ w rynek, stabilizowan¡ walorem pozbawionym ryzyka.

Zwró¢my jeszcze uwag¦ na to, i» wska¹nik Jensena nie relatywizuje uzyskanego przez fundusz
efektu, ani wzgl¦dem ryzyka systematycznego, ani wzgl¦dem ryzyka caªkowitego. Jest miar¡ abso-
lutn¡ (ró»nic¡). Dwa portfele mog¡ le»e¢ w tej samej odlegªo±ci od linii papierów warto±ciowych,
jednak»e charakteryzowa¢ si¦ ró»nymi poziomami ryzyka. Dlatego te» nale»y korzysta¢ ostro»nie
z tego wska¹nika i zaleca si¦ w zwi¡zku z tym dla celów klasy�kacji warto±¢ wska¹nika Jensena
podzieli¢ przez warto±¢ wspóªczynnika beta i dopiero wykonywa¢ porównanie.

Przyjmuje si¦, »e okres historyczny, na podstawie którego wykonuje si¦ estymacj¦ historycznego
wska¹nika Jensena powinien by¢ odpowiednio dªugi, minimalnie roczny, ale lepiej jest, je±li jest to
okres co najmniej 3�letni.



Wska¹nik Modiglianich

Wska¹nik Modiglianich (Modigliani�Modigliani Ratio, Modigliani Index; M2 Index) zostaª wpro-
wadzony w 1997r. przez Franco Modiglianiego � ekonomist¦ ameryka«skiego urodzonego we Wªo-
szech (laureata nagrody Nobla w dziedzinie ekonomii w 1985r.) oraz jego wnuczk¦ � Leah Modigliani.
Chocia» opisany wiele lat wcze±niej wska¹nik Sharpe'a cieszy si¦ w ±rodowisku akademickim oraz w
wielu instytucjach du»¡ popularno±ci¡, nie jest wci¡» dobrze znany ogóªowi inwestorów. Zapropo-
nowany przez Modiglianich wska¹nik stanowi porównanie wyników funduszu z inwestycj¡ pasywn¡
w indeks stabilizowan¡ walorem pozbawionym ryzyka. Jest to ró»nica w punktach procentowych
pomi¦dzy zrealizowan¡ stop¡ zwrotu a stop¡ zwrotu uzyskan¡ z portfela rynkowego skorygowanego
o poziom ryzyka. Warto zauwa»y¢, »e rankingi stworzone wedªug wska¹ników Sharpe'a i Modiglia-
nich s¡ identyczne; jednak poniewa» wska¹nik Modiglianich jest wielko±ci¡ wyra»on¡ w procentach,
uwa»a si¦, »e mo»e by¢ ona bardziej "przyjazna"dla inwestorów.

Historyczny wska¹nik Modiglianich wyznacza si¦ za pomoc¡ formuªy

M2 = µ0 − F +
R− µ0

σ
· σF ,

gdzie

• µ0 jest historyczn¡ stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka,

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu funduszu (b¡d¹ akcji), przy czym Rt to stopa

zwrotu funduszu (akcji) w podokresie historycznym o numerze t,

• F = 1
T

∑T
t=1 Ft jest historyczn¡ stop¡ zwrotu (zmian) odpowiedniego indeksu, przy czym

Ft, t = 1, . . . , T to stopa zwrotu (zmian) wybranego indeksu w podokresie historycznym
o numerze t,

• σ =
√

1
T−1

∑T
t=1

(
Rt −R

)2
to historyczne ryzyko funduszu (akcji),

• σF =
√

1
T−1

∑T
t=1

(
Ft − F

)2
to historyczne ryzyko portfela odtwarzaj¡cego indeks F (czyli

historyczne ryzyko rynkowe).

Interpretacja ekonomiczna tego wska¹nika jest nast¦puj¡ca: Je»eli skonstruujemy portfel skªada-
j¡cy si¦ z walorów z portfela interesuj¡cego nas funduszu oraz dodatkowo z waloru bezryzykownego
dobranych w takiej proporcji, aby ryzyko naszego portfela byªo równe ryzyku rynkowemu (ryzyku
wybranego indeksu), to wska¹nik Modiglianich b¦dzie równy zrealizowanej stopie zwrotu z naszego
portfela, pomniejszonej o historyczn¡ stop¦ zwrotu z indeksu.

Je»eli przez S oznaczymy wska¹nik Sharpe'a funduszu (akcji), to wska¹nik Modiglianich mo»emy
zapisa¢ w uproszczonej postaci:

M2 = µ0 − F + S · σF ,

sk¡d wida¢, »e wska¹nik Modiglianich jest zwi¡zany ze wska¹nikiem Sharpe'a prost¡ zale»no±ci¡ li-
niow¡. Zatem rzeczywi±cie, jak ju» wcze±niej wspomnieli±my, rankingi wedªug wska¹ników Sharpe'a
i Modiglianich s¡ takie same. Jednak wska¹nik Sharpe'a jest wyra»any w do±¢ abstrakcyjnych jed-
nostkach (jednostki stopy zwrotu na jednostki ryzyka), podczas gdy wska¹nik Modiglianich wyra-
»any jest w punktach procentowych (jest to zwykªa stopa zwrotu portfela funduszu �poprawionego�
w taki sposób, by jego ryzyko byªo takie jak ryzyko portfela rynkowego), co powinno czyni¢ go
bardziej zrozumiaªym dla inwestorów.

Warto jeszcze zwróci¢ uwag¦, »e w niektórych opracowaniach mo»na równie» spotka¢ nieco inn¡
de�nicj¦ wska¹nika Modiglianich, mianowicie

M2 = µ0 +
R− µ0

σ
· σF ,

gdzie nie odejmujemy dodatkowo historycznej stopy zwrotu F z indeksu.



Wska¹nik Sortino

Wska¹nik Sortino zostaª o�cjalnie wprowadzony w roku 1994 (wówczas jeszcze nie nazywano
go w ten sposób) przez Franka Sortino i Lee N.Price'a. Pierwsze pomysªy u»ywania tego rodzaju
wska¹ników pojawiªy si¦ jednak znacznie wcze±niej (�Financial Executive Magazine�, sierpie« 1980r.,
�Journal of Risk Management�, wrzesie« 1981r.).

Jest to mody�kacja wska¹nika Sharpe'a - zamiast stopy zwrotu wolnej od ryzyka u»ywa si¦
minimalnej akceptowanej przez inwestora stopy zwrotu, za± zamiast odchylenia standardowego - se-
miodchylenia standardowego (które uwzgl¦dnia tylko odchylenia in minus od minimalnej wymaganej
stopy zwrotu).

Przypomnijmy, »e historyczne ryzyko funduszu (b¡d¹ akcji) rozumiane jako odchylenie standar-
dowe liczyli±my dotychczas ze wzoru

σ =

√√√√ 1
T − 1

T∑
t=1

(
Rt −R

)2
.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e tak rozumiane ryzyko byªo tym wi¦ksze, im wi¦ksze byªy jakiekolwiek

odchylenia od przeci¦tnej stopy zwrotu. Jednak dla inwestorów (rozumianych jako nabywców akcji)
niebezpieczne s¡ jedynie odchylenia w dóª (odchylenia w gór¦ s¡ korzystne). Dlatego rozs¡dnym
wydaje si¦ pomysª, aby przy wyznaczaniu ryzyka uwzgl¦dnia¢ jedynie odchylenia poni»ej ±redniej
stopy zwrotu (b¡d¹ ogólnie odchylenia poni»ej pewnego ustalonego poziomu).

Je»eli przez r oznaczymy minimaln¡ wymagan¡ stop¦ zwrotu, to historyczne ryzyko, rozumiane
jako semiodchylenie standardowe, wyznaczmy ze wzoru

θ(r) =

√√√√ 1
T − 1

T∑
t=1

[
(Rt − r)−

]2
,

gdzie (Rt − r)− =

{
Rt − r gdy Rt − r < 0
0 gdy Rt − r ≥ 0

Widzimy, »e wyra»enie (Rt − r)− uwzgl¦dnia wªa±nie jedynie odchylenia w dóª od wymaganej
minimalnej stopy zwrotu. O ile odchylenie Rt − r jest dodatnie, wyra»enie to przyjmuje warto±¢ 0
i takiej wielko±ci nie dolicza si¦ do ryzyka.

Historyczny wska¹nik Sortino mo»na wi¦c wyznaczy¢ ze wzoru

Sort =
R− r

θ(r)
,

gdzie

• R = 1
T

∑T
t=1 Rt jest historyczn¡ stop¡ zwrotu funduszu (b¡d¹ akcji), przy czym Rt to stopa

zwrotu funduszu (akcji) w podokresie historycznym o numerze t,

• r jest minimaln¡ wymagan¡ przez inwestora stop¡ zwrotu (minimum acceptable return,MAR);
za r niektórzy radz¡ przyj¦cie poziomu 0, czasem przyjmuje si¦ historyczn¡ stop¦ zwrotu
pozbawion¡ ryzyka µ0, jednak w swojej pracy z 1994 roku Sortino i Price sugeruj¡ przyj¦cie
za r stopy zwrotu z portfela rynkowego (reprezentuj¡cego wybrany indeks),

• θ(r) =
√

1
T−1

∑T
t=1

[
(Rt − r)−

]2
to historyczne ryzyko funduszu (b¡d¹ akcji).

Uwaga: Z formalnego punktu widzenia historyczne semiodchylenie standardowe to wielko±¢

θ =

√√√√ 1
T − 1

T∑
t=1

[
(Rt −R)−

]2
,

czyli odchylenie od ±redniej historycznej stopy zwrotu. Cz¦sto jednak nazywa si¦ tak odchylenia od
dowolnego ustalonego poziomu i my przyjmujemy równie» tak¡ konwencj¦.



Historyczna stopa zwrotu

Zaªó»my, »e interesuj¡cy nas okres historyczny dzieli si¦ na T podokresów historycznych rów-
nej dªugo±ci (np. okres dwóch miesi¦cy dzieli si¦ na 8 tygodniowych podokresów historycznych).
Jednookresow¡ stop¡ zwrotu (np. tygodniow¡, miesi¦czn¡, itp.) z inwestycji w dan¡ akcj¦
(fundusz) w tym okresie nazywa si¦ stosunek zysku (mo»e on by¢ ujemny!) z zakupu tej akcji (jed-
nostek uczestnictwa funduszu) do pocz¡tkowego kursu (zakªadamy »e kursy akcji uwzgl¦dniaj¡ ju»
ewentualne wypªacane dywidendy). Je»eli wi¦c na pocz¡tku ustalonego podokresu historycznego o
numerze t ∈ {1, . . . , T} (tygodnia, miesi¡ca, itp.) dana akcja miaªa notowanie Cp (b¡d¹ jest to cena
jednostki uczestnictwa w funduszu), za± na ko«cu notowanie (cen¦ jednostki uczestnictwa) Ck, to
stopa zwrotu w tym podokresie historycznym jest równa

Rt =
Ck − Cp

Cp
.

Warto zauwa»y¢, »e stopa zwrotu mo»e by¢ wielko±ci¡ dowolnie wielk¡, jednak najmniejsz¡ jej
warto±ci¡ jest −1, co odpowiada sytuacji, gdy notowanie Ck na ko«cu interesuj¡cego nas okresu
wyniesie 0, czyli gdy stracimy wszystkie zainwestowane pieni¡dze.

Je»eli w wybranym okresie historycznym mamy wyznaczonych T stóp zwrotu, wynosz¡cych
kolejno R1, R2, . . . , RT , to historyczn¡ (jednookresow¡) stop¦ zwrotu (czasem nazywa si¦ j¡ prost¡
stop¡ zwrotu, albo równie» oczekiwan¡ stop¡ zwrotu) z inwestycji w tym okresie liczymy ze
wzoru

R =
1
T

T∑
t=1

Rt,

czyli jest to zwykªa ±rednia arytmetyczna poszczególnych stóp zwrotu.
Je»eli na przykªad interesuje nas historyczna tygodniowa stopa zwrotu akcji pewnej spóªki,

wyznaczona na podstawie danych z ostatnich dwóch miesi¦cy, to b¦dzie ona wynosiªa

R =
1
8

8∑
t=1

Rt,

gdzie R1, R2, . . . R8 to stopy zwrotu akcji w kolejnych podokresach historycznych (czyli w tym
wypadku w kolejnych tygodniach).

Oczywi±cie im wy»sza jest historyczna stopa zwrotu danej akcji (funduszu), tym korzystniejszy
wydaje si¦ zakup tej akcji, b¡d¹ jednostek uczestnictwa w funduszu. Nale»y pami¦ta¢ jednak, »e
przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych warto oprócz samych stóp zwrotu uwzgl¦dni¢ równie»
i ryzyko, jakie wi¡»e si¦ z mo»liwymi wahaniami cen akcji (jednostek uczestnictwa w funduszu).

Oprócz prostej stopy zwrotu, omówionej powy»ej, wykorzystywane jest tak»e w praktyce drugie
podej±cie, mianowicie tzw. logarytmiczna stopa zwrotu. Odpowiada ona kapitalizacji ci¡gªej, co jest
bardziej zgodne z zasadami inwestowania, gdy» po sprzeda»y danego instrumentu uzyskane ±rodki
�nansowe mog¡ by¢ niemal natychmiast inwestowane w inne instrumenty.

Je»eli na pocz¡tku ustalonego podokresu historycznego o numerze t ∈ {1, . . . , T} (tygodnia,
miesi¡ca, itp.) dana akcja miaªa notowanie Cp (b¡d¹ jest to cena jednostki uczestnictwa w funduszu),
za± na ko«cu notowanie (cen¦ jednostki uczestnictwa) Ck, to jednookresowa logarytmiczna

stopa zwrotu w tym podokresie historycznym jest równa

Rt = ln
Ck

Cp
.

Warto zauwa»y¢, »e logarytmiczna stopa zwrotu mo»e by¢ wielko±ci¡ dowolnie du»¡, ale (w od-
ró»nieniu od prostej stopy zwrotu) i dowolnie maª¡, bowiem gdyby notowanie Ck na ko«cu interesu-
j¡cego nas okresu zbli»aªo si¦ 0, czyli gdyby±my stracili niemal wszystkie zainwestowane pieni¡dze,
to logarytmiczna stopa zwrotu b¦dzie zbli»aªa si¦ do −∞.

Ponadto logarytmiczna stopa zwrotu jest wielko±ci¡ addytywn¡, co mi¦dzy innymi uªatwia
jej wyznaczanie. Je»eli bowiem mamy wyznaczone jednookresowe logarytmiczne stopy zwrotu
R1, R2, . . . , RT za okresy [1, 2], [2, 3], . . . , [T −1, T ], to aby wyznaczy¢ wielko±¢ jednookresowej loga-
rytmicznej stopy zwrotu za okres [1, T ] wystarczy obliczy¢ sum¦ logarytmicznych jednookresowych



stóp zwrotu za okresy [1, 2], [2, 3], . . . , [T − 1, T ]. Rzeczywi±cie, zachodzi równo±¢:

ln
C2

C1
+ ln

C3

C2
+ . . . + ln

CT

CT−1
= ln

(
C2

C1
· C3

C2
· . . . · CT

CT−1

)
= ln

CT

C1
.

Warto jeszcze odnotowa¢ fakt, i» logarytmiczna stopa zwrotu jest nie wi¦ksza od prostej stopy
zwrotu za ten sam okres. Wynika to z nierówno±ci

ln(1 + x) ≤ x, (∗)

zachodz¡cej dla dowolnych x > −1.
Logarytmiczna stopa zwrotu mo»e by¢ bowiem zapisana w postaci

ln
Ck

Cp
= ln

(
1 +

Ck − Cp

Cp

)
i po skorzystaniu z nierówno±ci (∗) dla x = Ck−Cp

Cp
dostajemy:

ln
(

1 +
Ck − Cp

Cp

)
≤ Ck − Cp

Cp
,

a prawa strona powy»szej nierówno±ci równa jest wªa±nie jednookresowej prostej stopie zwrotu.

Historyczne ryzyko

Je»eli w wybranym okresie historycznym mamy wyznaczonych T stóp zwrotu akcji b¡d¹ fun-
duszu w kolejnych podokresach historycznych, wynosz¡cych kolejno R1, R2, . . . , RT , to historyczn¡
stop¦ zwrotu z inwestycji w dan¡ akcj¦ (fundusz) w tym okresie wyznaczamy ze wzoru

R =
1
T

T∑
t=1

Rt.

Historyczne ryzyko (rozumiane jako odchylenie standardowe stóp zwrotu) wyznaczamy wów-
czas ze wzoru

σ =

√√√√ 1
T − 1

·
T∑

t=1

(Rt −R)2.

Za bardziej ryzykowny uznamy bowiem ten walor, który wykazywaª w przeszªo±ci wi¦ksze wa-
hania, gdy» wyst¦puje wówczas wi¦ksze niebezpiecze«stwo, »e równie» i w przyszªo±ci zmieni on
gwaªtownie sw¡ warto±¢ na niekorzy±¢ inwestora. Odchylenie standardowe jest za± jedn¡ z miar
rozrzutu (rozproszenia) i przyjmuje warto±¢ tym wi¦ksz¡, im wi¦ksze byªy w przeszªo±ci odchylenia
stóp zwrotu od ±redniej historycznej stopy zwrotu.

Dla nabywcy akcji (jednostek uczestnictwa w funduszu) korzystniejszy b¦dzie zatem wybór
waloru charakteryzuj¡cego si¦ ni»szymi wahaniami w przeszªo±ci, czyli ni»szym poziomem ryzyka.
Niestety cz¦sto wi¡»e si¦ to jednak z ni»sz¡ stop¡ zwrotu. Wa»ne jest wi¦c dokonanie wyboru, który
pogodzi ch¦¢ maksymalizowania stopy zwrotu przy jednoczesnej minimalizacji ryzyka. W wyborze
tym mog¡ pomóc bardziej zªo»one wska¹niki, charakteryzuj¡ce dany walor, np. wska¹nik Treynora,
wska¹nik Sharpe'a, wska¹nik Jensena, itp.



Stopa zwrotu i ryzyko portfela

Je»eli inwestor posiada n walorów ryzykownych, to portfel x inwestora w sensie procentowo�
warto±ciowym (albo udziaªowym) mo»na opisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

x = (x1, . . . , xn),

gdzie xi oznacza udziaª i�tego waloru w portfelu, czyli jest to stosunek warto±ci danego waloru
do warto±ci caªego portfela. Na przykªad je»eli inwestor posiada kwot¦ L, za któr¡ kupiª akcje n
spóªek, to

xi =
Ki

L
,

gdzie Ki jest kwot¡ przeznaczon¡ na zakup akcji i�tej ze spóªek, czyli jest to kwota

Ki = mi · Ci,p,

gdzie Ci,p jest cen¡ pocz¡tkow¡ (w momencie zakupu) jednej akcji, za± mi ilo±ci¡ sztuk akcji i�tej
spóªki, zakupionych przez inwestora (i = 1, . . . , n).

Portfel musi skªada¢ si¦ z liczb nieujemnych. Je»eli za± które± spo±ród xi jest równe zeru, oznacza
to, »e inwestor nie zakupiª w ogóle danego waloru.

Portfel musi si¦ skªada¢ tak»e z liczb nie wi¦kszych, ni» jeden. Je»eli które± z xi jest równe
1, oznacza to, »e inwestor za caªy swój kapitaª nabyª akcje tylko i�tej spóªki (wówczas pozostaªe
udziaªy musz¡ ju» by¢ zerowe).

Zakªadamy, »e ª¡czna kwota wydana przez inwestora na zakup n akcji wynosi L
(czyli K1 + . . . + Kn = L), zatem portfel musi skªada¢ si¦ te» z liczb sumuj¡cych si¦ do jedynki:

x1 + . . . + xn =
K1

L
+ . . . +

Kn

L
=

K1 + . . . + Kn

L
=

L

L
= 1.

Wiadomo (patrz: Historyczna stopa zwrotu), »e stopa zwrotu i�tej akcji jest dana wzorem

Ri =
Ck,i − Cp,i

Cp,i
,

gdzie Cp,i oznacza notowanie (cen¦) i�tej akcji na pocz¡tku ustalonego okresu inwestycyjnego, za±
Ck,i oznacza jej notowanie na ko«cu.

Przez stop¦ zwrotu z portfela x rozumiemy stosunek zysku inwestora posiadaj¡cego dany portfel
do kwoty zainwestowanej w ten portfel na pocz¡tku.

Zaªó»my, »e inwestor za posiadan¡ kwot¦ L zakupuje ilo±ci m1, . . . ,mn kolejnych walorów. Zatem
zysk z i�tego waloru mo»na opisa¢ wzorem

(Ck,i − Cp,i) ·mi

(jest to zysk z zakupu jednej akcji pomno»ony przez ilo±¢ zakupionych akcji). St¡d stopa zwrotu
z portfela opisana jest wzorem

(Ck,1 − Cp,1) ·m1 + . . . + (Ck,n − Cp,n) ·mn

L

(jest to ª¡czny zysk z zakupu wszystkich akcji z portfela podzielony przez caª¡ zainwestowan¡ w te
akcje kwot¦).

Przeksztaª¢my ten wzór przy u»yciu wcze±niej podanych zwi¡zków:

(Ck,1 − Cp,1) ·m1 + . . . + (Ck,n − Cp,n) ·mn

L
=

R1 ·m1 · Cp,1 + . . . + R1 ·mn · Cp,n

L

= R1 ·
m1 · Cp,1

L
+ . . . + Rn ·

mn · Cp,n

L
= R1 · x1 + . . . + Rn · xn.

Dostajemy zatem ostatecznie formuª¦, opisuj¡c¡ stop¦ zwrotu z portfela x = (x1, . . . , xn):

Rx = R1 · x1 + . . . + Rn · xn.



Widzimy st¡d wi¦c, »e stopa zwrotu z portfela x mo»e by¢ równie» rozumiana, jako ±rednia wa-
»ona stóp zwrotu poszczególnych walorów ryzykownych, przy czym wagami s¡ udziaªy tych walorów
w portfelu. Opis ten cz¦sto jest przyjmowany za de�nicj¦ stopy zwrotu z portfela.

Przy u»yciu nieco bardziej skomplikowanego rozumowania pokazuje si¦, »e ryzyko portfela,
rozumiane jako odchylenie standardowe stopy zwrotu tego portfela, opisane jest formuª¡

σ(x) =

√√√√ n∑
i,j=1

xi · xj · σi,j ,

gdzie σi,j jest kowariancj¡ stóp zwrotu walorów i�tego i j�tego. Historyczn¡ kowariancj¦ dla pary
walorów wyznacza si¦ ze wzoru

σi,j =
1

T − 1

T∑
t=1

(Ri,t −Ri) · (Rj,t −Rj)

gdzie Ri,t oznacza stop¦ zwrotu i�tego waloru w podokresie historycznym o numerze t (t = 1, . . . , T ),
za± Ri jest ±redni¡ historyczn¡ stop¡ zwrotu z i�tego waloru, wyznaczan¡ ze wzoru

Ri =
1
T

T∑
t=1

Ri,t.



Wspóªczynnik beta portfela

Je»eli inwestor posiada portfel w sensie udziaªowym (procentowo�warto±ciowym)

x = (x1, . . . , xn)

(patrz: stopa zwrotu i ryzyko portfela) oraz

β1, . . . , βn

s¡ wspóªczynnikami beta odpowiednich walorów ryzykownych (patrz: wspóªczynnik beta), towspóª-
czynnik beta portfela x wynosi

βx = β1 · x1 + . . . + βn · xn,

czyli jest to wa»ona udziaªami w portfelu suma wspóªczynników beta poszczególnych walorów.
Mo»na wykaza¢, »e zachodzi te» nast¦puj¡cy zwi¡zek:

βx =
Cov(x,xm)

σ2(xm)
,

oznaczaj¡cy, i» wspóªczynnik beta portfela jest stosunkiem kowariancji stopy zwrotu portfela x ze
stop¡ zwrotu portfela rynkowego xm i wariancji stopy zwrotu z portfela rynkowego. Innymi sªowy,
wspóªczynnik beta portfela x mo»e by¢ rozumiany, jako wzgl¦dna miara skorelowania rentowno±ci
portfela x z rentowno±ci¡ rynku, odniesiona do kwadratu ryzyka inwestowania na rynku, jako caªo±ci.

Korzystaj¡c z tego zwi¡zku pokazuje si¦, »e w szczególno±ci wspóªczynnik beta portfela rynko-
wego wynosi 1.

Je»eli wspóªczynnik beta portfela x jest wi¦kszy od 1, to taki portfel nazywamy portfelem

agresywnym. W tym przypadku oczekiwana stopa zwrotu tego portfela jest wi¦ksza, ni» oczeki-
wana stopa zwrotu portfela rynkowego.

Je»eli wspóªczynnik beta portfela x jest równy 1, to taki portfel nazywamy portfelem ne-

utralnym. W tym przypadku oczekiwana stopa zwrotu tego portfela jest taka sama, jak stopa
oczekiwana zwrotu portfela rynkowego.

Je»eli wspóªczynnik beta portfela x jest mniejszy od 1, lecz dodatni, to taki portfel nazywamy
portfelem defensywnym. W tym przypadku oczekiwana stopa zwrotu tego portfela jest mniejsza,
ni» oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego, lecz wi¦ksza, ni» stopa zwrotu waloru pozbawio-
nego ryzyka.

Je»eli wspóªczynnik beta portfela x jest równy 0, to taki portfel nie reaguje na zmiany rynku
(czyli jest wolny od ryzyka rynku). W tym przypadku oczekiwana stopa zwrotu tego portfela jest
równa stopie zwrotu waloru pozbawionego ryzyka (i mniejsza, ni» oczekiwana stopa zwrotu portfela
rynkowego).

Je»eli wspóªczynnik beta portfela x jest mniejszy ni» 0, to taki portfel reaguje na zmiany od-
wrotnie, ni» rynek. W tym przypadku oczekiwana stopa zwrotu tego portfela jest mniejsza, ni»
oczekiwana stopa zwrotu waloru pozbawionego ryzyka (i tym bardziej mniejsza, ni» oczekiwana
stopa zwrotu portfela rynkowego).

Stopa zwrotu portfela rynkowego to inaczej przeci¦tna stopa zwrotu z rynku. Okre±la si¦ j¡ dzi¦ki
wykorzystaniu indeksów gieªdowych, charakteryzuj¡cych rynek jako caªo±¢ (np. indeks WIG).

Je»eli F1, . . . , FT s¡ stopami zwrotu (zmian) wybranego indeksu w podokresach historycznych
o numerach 1, . . . , T , to oczekiwan¡ stop¦ zwrotu portfela rynkowego xm wyznacza si¦ z zale»no±ci

E(xm) = F ,

gdzie

F =
1
T

T∑
t=1

Ft

jest historyczn¡ stop¡ zwrotu (zmian) wybranego indeksu.



Prognozowanie stopy zwrotu z posiadanego portfela przy zaªo»eniu

CAPM

W latach 60�tych ubiegªego wieku matematycy i ekonomi±ci (pracuj¡cy niezale»nie): J.L. Trey-
nor, W.F. Sharpe, J. Lintner oraz pó¹niej J. Mossin oraz E.F. Fama stworzyli tzw. Model Wyceny
Aktywów Kapitaªowych (Capital Asset Pricing Model, CAPM ). Podstaw¡ tego modelu w klasycznej
jego wersji jest szereg (nie do ko«ca speªnionych na rynku!) zaªo»e«. Najwa»niejsze z nich, to:

• niesko«czona podzielno±¢ wszystkich walorów (inwestor mo»e kupi¢ b¡d¹ sprzeda¢ dowoln¡,
równie» uªamkow¡, ilo±¢ ka»dego waloru),

• brak podatków, kosztów transakcyjnych oraz in�acji,

• inwestorzy mog¡ krótko sprzeda¢ ka»dy walor ryzykowny (akcj¦),

• istnieje mo»liwo±¢ udzielania i zaci¡gania nieograniczonego kredytu przy stopie pozbawionej
ryzyka,

• konkurencyjno±¢ rynku: ka»dy inwestor akceptuje cen¦ ustalon¡ na rynku i przez kupno b¡d¹
sprzeda» nie mo»e mie¢ wpªywu na ksztaªtowanie si¦ cen instrumentów �nansowych,

• inwestorzy maj¡ ten sam horyzont inwestycyjny,

• inwestorzy maj¡ jednorodne oczekiwania co do charakterystyk instrumentów �nansowych
(m.in. oczekiwanych stóp zwrotu i ryzyka) w danym okresie inwestycyjnym.

Okazuje si¦, »e przy powy»szych zaªo»eniach mo»na udowodni¢, »e inwestorzy musz¡ d¡»y¢ do
posiadania dobrze zdywersy�kowanych portfeli. W przypadku takich portfeli ryzyko jest opisane
jedynie przez wspóªczynnik beta. Zatem zale»no±¢ dochodu z portfela od ryzyka tego portfela jest w
zasadzie zale»no±ci¡ oczekiwanej stopy zwrotu z portfela od wspóªczynnika beta tego portfela. Po-
kazuje si¦, »e stopa zwrotu portfela inwestora musi by¢ funkcj¡ liniow¡ stopy zwrotu portfela rynko-
wego (przy czym wspóªczynnikiem kierunkowym tej funkcji jest wªa±nie wspóªczynnik beta portfela
inwestora). �ci±lej mówi¡c: je»eli x jest portfelem inwestora (w sensie procentowo�warto±ciowym),
to oczekiwan¡ stop¦ zwrotu Rx z portfela x przy zaªo»eniach modelu CAPM prognozuje si¦ za
pomoc¡ wzoru (jest to tzw. wzór na wycen¦ aktywów kapitaªowych w modelu CAPM):

Rx = µ0 + βx · (F − µ0),

gdzie µ0 jest stop¡ zwrotu pozbawion¡ ryzyka, βx jest wspóªczynnikiem beta portfela x (patrz:
Wspóªczynnik beta portfela), za± F jest oczekiwan¡ stop¡ zwrotu portfela rynkowego (patrz: Wspóª-
czynnik beta portfela).

Wzór na wycen¦ aktywów kapitaªowych podaje wielko±¢ oczekiwanej stopy zwrotu portfela w
tzw. stanie równowagi, co oznacza, i» przy zaªo»eniu »e rynek znajduje si¦ w stanie równowagi
portfele powinny w miar¦ upªywu czasu dawa¢ zwrot zgodny z równaniem wyceny. Do±¢ cz¦sto tak
jednak nie jest. Wyst¡pi¢ wtedy mog¡ dwa przypadki.

Je»eli dany portfel ma oczekiwan¡ stop¦ zwrotu ni»sz¡, ni» ta wynikaj¡ca z równania wyceny,
to jest on dla inwestorów nieatrakcyjny. B¦d¡ si¦ oni zatem starali dokona¢ jego sprzeda»y (by¢
mo»e równie» krótkiej sprzeda»y), w zwi¡zku z czym zwi¦kszy si¦ poda» na ten portfel, co powinno
zaowocowa¢ spadkiem jego ceny, a wi¦c wzro±nie jego oczekiwana stopa zwrotu. W efekcie stopa
zwrotu z tego portfela powinna sta¢ si¦ t¡ równowagow¡ stop¡ zwrotu, wyznaczon¡ z równania
wyceny. Taki portfel nazywamy portfelem przeszacowanym lub przewarto±ciowanym i nale»y
go jak najszybciej sprzedawa¢.

Je»eli dany portfel ma oczekiwan¡ stop¦ zwrotu wy»sz¡, ni» ta wynikaj¡ca z równania wyceny,
to jest on dla inwestorów atrakcyjny. B¦d¡ si¦ oni zatem starali dokona¢ jego zakupu, w zwi¡zku
z czym zwi¦kszy si¦ popyt na ten portfel, co powinno zaowocowa¢ wzrostem jego ceny, a wi¦c
spadnie jego oczekiwana stopa zwrotu. W efekcie stopa zwrotu z tego portfela powinna sta¢ si¦
t¡ równowagow¡ stop¡ zwrotu, wyznaczon¡ z równania wyceny. Taki portfel nazywamy portfelem
niedoszacowanym lub niedowarto±ciowanym i nale»y go jak najszybciej kupowa¢.



Information Ratio i Tracking Error

Wska¹nik �Information Ratio�, zwany te» czasem �Appraisal Ratio�, jest analogiem wska¹nika
Sharpe'a, bazuj¡cym jednak na tzw. benchmarku � wybranym portfelu, który inwestor chce �pobi¢�,
zamiast na stopie zwrotu wolnej od ryzyka.

Niech dany b¦dzie okres historyczny, dziel¡cy si¦ na T podokresów historycznych równej dªugo-
±ci, o numerach 1, 2, . . . , T . Wska¹nik Information Ratio (jednookresowy) portfela x wyznacza
si¦ wówczas ze wzoru

IRx =
Rx −Rb

TEx

gdzie

• Rx jest stop¡ zwrotu z portfela x (patrz: stopa zwrotu i ryzyko portfela),

• Rb jest stop¡ zwrotu z wybranego przez inwestora benchmarku,

• TEx to tzw. �tracking error� portfela x wzgl¦dem benchmarku.

Tracking error portfela x liczy si¦ jako odchylenie standardowe ró»nicy stóp zwrotu z portfela x
i benchmarku, czyli jest to wyra»enie

TEx =

√√√√ 1
T − 1

·
T∑

t=1

(
Rx,t −Rb,t − (Rx −Rb)

)2
,

gdzie

• Rx,t jest stop¡ zwrotu z portfela x w podokresie historycznym o numerze t,

• Rb,t jest stop¡ zwrotu z benchmarku w podokresie historycznym o numerze t.

Wska¹nik Tracking Error pozwala na dokonanie oceny zgodno±ci efektów zarz¡dzania portfelem
z wynikami osi¡ganymi przez benchmark. Im mniejsza jest warto±¢ tego wska¹nika, tym lepsze jest
odzwierciedlenie wyników benchmarku, czyli wyst¦puje wi¦ksza zgodno±¢.

Zauwa»my, »e wyra»enie Rx−Rb w liczniku Information Ratio odzwierciedla umiej¦tno±ci two-
rzenia przez inwestora portfela o stopie zwrotu korzystniejszej, ni» stopa zwrotu z portfela referen-
cyjnego (benchmarku), z którym chce on konkurowa¢ (mo»e by¢ to np. wybrany indeks gieªdowy).
Z kolei tracking error w mianowniku mierzy ilo±¢ tzw. ryzyka resztowego (niesystematycznego),
które inwestor napotyka przy próbie �pobicia� zwrotów z benchmarku. Jest to innymi sªowy koszt
aktywnego zarz¡dzania, czyli wielko±¢ losowych �uktuacji, na które inwestor nie ma wpªywu i które
mog¡ ewentualnie pogorszy¢ skutki podejmowanych decyzji inwestycyjnych.

• Wielko±¢ wska¹nika Information Ratio z przedziaªu 0, 5− 0, 75 uwa»ana jest za dobr¡.

• Wielko±¢ wska¹nika Information Ratio z przedziaªu 0, 75− 1 uwa»ana jest za bardzo dobr¡.

• Wielko±¢ wska¹nika Information Ratio powy»ej 1 uwa»ana jest wyj¡tkowo dobr¡.

Warto jeszcze zauwa»y¢, »e w przypadku, gdy jako benchmark zostanie wybrany walor pozba-
wiony ryzyka (jego stopa zwrotu mo»e si¦ zmienia¢ w czasie!), to Information Ratio b¦dzie równe
uogólnionemu wska¹nikowi Sharpe'a (patrz: Wska¹nik Sharpe'a), za± je»eli ów walor pozbawiony
ryzyka b¦dzie miaª stop¦ zwrotu staª¡, wówczas wska¹nik Information Ratio b¦dzie równy klasycz-
nemu wska¹nikowi Sharpe'a.



Portfel minimalnego ryzyka, portfel relatywnie minimalnego ryzyka

oraz portfel optymalny wzgl¦dem bezryzykownej stopy zwrotu

Zaªó»my, »e interesuje nas zakup akcji pewnej liczby (niech b¦dzie to liczba n) spóªek.
Na podstawie danych historycznych mo»emy wyznaczy¢ oczekiwan¡ stop¦ zwrotu ka»dej z akcji.

Robimy to w nast¦puj¡cy sposób. Dzielimy interesuj¡cy nas okres historyczny na T podokresów
historycznych o numerach 1, 2, . . . , T . Dysponuj¡c notowaniem Cp danej akcji na pocz¡tku pewnego
podokresu o numerze t ∈ {1, . . . , T} (tygodnia, miesi¡ca, itp.) oraz notowaniem Ck na ko«cu tego
podokresu, wyznaczamy stop¦ zwrotu w tym podokresie historycznym ze wzoru

Rt =
Ck − Cp

Cp
.

Je»eli w wybranym okresie historycznym mamy wyznaczonych T stóp zwrotu, wynosz¡cych
kolejno R1, R2, . . . , RT , to historyczn¡ stop¦ zwrotu z inwestycji w tym okresie liczymy ze wzoru

R =
R1 + R2 + . . . + RT

T
,

czyli jest to ±rednia arytmetyczna poszczególnych stóp zwrotu.
Natomiast ryzyko wi¡»¡ce si¦ z wahaniami kursu danej akcji wyznaczamy ze wzoru

σ =

√√√√ 1
T − 1

·
T∑

t=1

(Rt −R)2.

Teraz poniewa» inwestor chce zakupi¢ akcje n spóªek, to jego portfel x (w sensie procentowo�
warto±ciowym, albo inaczej udziaªowym) mo»na opisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

x = (x1, . . . , xn),

gdzie xi oznacza udziaª i�tego waloru w portfelu, czyli jest to stosunek warto±ci danego waloru do
warto±ci caªego portfela.

Portfel musi skªada¢ si¦ z liczb nieujemnych. Je»eli za± które± spo±ród xi jest równe zeru, oznacza
to, »e inwestor nie zakupiª w ogóle danego waloru.

Portfel musi si¦ skªada¢ tak»e z liczb nie wi¦kszych, ni» jeden. Je»eli które± z xi jest równe
1, oznacza to, »e inwestor za caªy swój kapitaª nabyª akcje tylko i�tej spóªki (wówczas pozostaªe
udziaªy musz¡ ju» by¢ zerowe).

Jak zostaªo to ju» omówione (patrz: Stopa zwrotu i ryzyko portfela) stopa zwrotu z portfela
x = (x1, . . . , xn) mo»e by¢ wyra»ona wzorem

Rx = R1 · x1 + . . . + Rn · xn.

Natomiast ryzyko portfela (rozumiane jako odchylenie standardowe stopy zwrotu tego portfela)
opisane jest wzorem

σ(x) =

√√√√ n∑
i,j=1

xi · xj · σi,j ,

gdzie σi,j jest kowariancj¡ stóp zwrotu walorów i�tego i j�tego. Historyczn¡ kowariancj¦ dla pary
walorów wyznacza si¦ ze wzoru

σi,j =
1

T − 1

T∑
t=1

(Ri,t −Ri) · (Rj,t −Rj)

gdzie Ri,t oznacza stop¦ zwrotu i�tego waloru w podokresie historycznym o numerze t (t = 1, . . . , T ),
za± Ri jest ±redni¡ historyczn¡ stop¡ zwrotu z i�tego waloru, wyznaczan¡ ze wzoru

Ri =
Ri,1 + Ri,2 + . . . + Ri,T

T
.



Widzimy, »e dla ró»nych portfeli x b¦dziemy otrzymywali ró»ne stopy zwrotu oraz ró»ne ryzyka.
Okazuje si¦ na przykªad, i» je»eli chcemy uzyska¢ pewn¡ stop¦ zwrotu, to na ogóª (je±li mamy
do dyspozycji akcje co najmniej trzech spóªek) mo»emy j¡ uzyska¢ na wiele ró»nych sposobów.
Jednak portfele, które dawa¢ b¦d¡ tak¡, a nie inn¡ stop¦ zwrotu, charakteryzowa¢ si¦ b¦d¡ ró»nymi
poziomami ryzyka. Najistotniejszym wi¦c problemem jest tu znalezienie takich portfeli, które przy
zadanej stopie zwrotu b¦d¡ miaªy najmniejsze mo»liwe ryzyko (nie ma sensu decydowa¢ si¦ na
wi¦ksze ryzyko, je»eli ±rednio uzyskamy tyle samo). Portfele o tej wªasno±ci tworz¡ tzw. ªaman¡

portfeli relatywnie minimalnego ryzyka.
Okazuje si¦ jednak, »e w±ród tych portfeli istniej¡ portfele �zb¦dne� � takie, które przy pewnym

poziomie ryzyka maj¡ nisk¡ stop¦ zwrotu, tzn. »e istniej¡ portfele o takim samym ryzyku, ale
wy»szej stopie zwrotu. Te �lepsze� portfele nazywa si¦ portfelami efektywnymi, a caªy ich zbiór
ªaman¡ portfeli efektywnych.

Inwestorów powinno zatem interesowa¢ wyznaczenie wszystkich portfeli efektywnych. Istnieje
kilka sposobów, aby ten cel osi¡gn¡¢. Wszystkie niestety s¡ do±¢ skomplikowane. Najszybszy z nich
to tzw. algorytm prostej krytycznej (albo linii krytycznej) (ang. critical line algorithm), który w
najszybszy sposób wyznacza po kolei wszystkie portfele efektywne.

W±ród portfeli efektywnych istnieje jeden (mo»e by¢ ich te» wi¦cej) portfel o najmniejszym
ryzyku spo±ród ryzyk wszystkich istniej¡cych portfeli. Nazywa si¦ go portfelem minimalnego

ryzyka. Jest on co prawda najstabilniejszy, �najpewniejszy� pod wzgl¦dem waha« w czasie, jednak
na ogóª ma bardzo nisk¡ stop¦ zwrotu i dlatego zwykle nie jest dla inwestorów interesuj¡cy.

Je»eli znamy stop¦ zwrotu waloru bezryzykownego (np. obligacji), to mo»e nam ona posªu»y¢ do
wyznaczenia jeszcze jednego typu portfela. Taki portfel (o ile istnieje, to w praktyce jest ju» jedyny)
ma t¦ wªasno±¢, »e obliczony dla niego wska¹nik Sharpe'a ma warto±¢ najwi¦ksz¡ z mo»liwych
spo±ród wska¹ników Sharpe'a wszystkich portfeli. Jest to tzw. portfel optymalny wzgl¦dem

bezryzykownej stopy zwrotu. Jak wiadomo (patrz: Wska¹nik Sharpe'a) im wi¦ksza warto±¢
wska¹nika Sharpe'a, tym lepszy jest to sygnaª wy»szej jako±ci danego portfela akcji. Je»eli wi¦c
za kryterium wyboru portfeli przyj¦liby±my maksymalizacj¦ wska¹nika Sharpe'a, wówczas portfel
optymalny wzgl¦dem bezryzykownej stopy zwrotu jest portfelem najlepszym. Ma on co prawda
ryzyko wi¦ksze, ni» ryzyko minimalne, ale jego stopa zwrotu jest zwykle du»o wy»sza od stopy
zwrotu portfela minimalnego ryzyka. Ten portfel zatem mo»e by¢ ju» dla inwestorów atrakcyjny.


